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MOVEMENT DYNAMICS OF AGRICULTURAL UNIT  
MOVING ON PUBLIC ROADS 

 

Summary 
 

The article presents the physical and mathematical model of agricultural unit together with computer simulation of the dy-
namics during its movement on the eight-shaped test track. In the study, it was adopted flat, two-wheeled tractor model in-
cluding, by forces applied to the hitch pin, trailer's impact on the behavior of unit. The study is carried out for future con-
struction of a driver, as to ensure movement's safety of agricultural unit on public roads.The identified model takes into ac-
count not only the lateral stiffness of the vehicle's suspension, but also the tires' stiffness. Its implementation uses Matlab 
environment. 
Key words: agricultural machines; public roads; movement; dynamics; modelling; mathematical models; simulation 
 
 

DYNAMIKA RUCHU AGREGATU ROLNICZEGO 
PORUSZAJĄCEGO SIĘ PO DROGACH PUBLICZNYCH 

 

Streszczenie 
 

W artykule przedstawiono model fizyczny oraz matematyczny agregatu rolniczego wraz z symulacją komputerową jego dy-
namiki przy poruszaniu się po torze prób w kształcie „ósemki”. Przyjęto w ramach studium płaski model dwukołowy „jed-
nośladowy” ciągnika uwzględniający, poprzez siły przyłożone na czop zaczepu, wpływ przyczepy na zachowanie ruchu 
agregatu. Studium to wykonane jest w celu przyszłościowego skonstruowania sterownika, pozwalającego na zapewnienie 
bezpieczeństwa ruchu agregatu rolniczego po drogach publicznych. W zidentyfikowanym modelu uwzględnia się nie tylko 
sztywność poprzeczną zawieszeń pojazdu, lecz również sztywności opon. Do jego implementacji zastosowano środowisko 
Matlab. 
Słowa kluczowe: maszyny rolnicze; drogi publiczne; ruch; dynamika; modelowanie; model matematyczny; symulacja 
 
 
1. Wstęp 
 
 Dynamika ruchu agregatu rolniczego po drogach pu-
blicznych znacznie różni się od dynamiki tego agregatu 
wykonującego określone zadania polowe ze względu na 
występujące różnice w prędkościach poruszania się oraz 
rodzajów nawierzchni. Rozpatrzono dla przykładu (rys. 1) 
agregat rolniczy, składający się z beczkowozu oraz ciągni-
ka rolniczego. 

 
 Pojazdy tego typu mogą poruszać się po drogach pu-
blicznych z prędkościami wynikającymi z możliwości ru-
chowych ciągnika, np. 40 km/h (obecnie produkowane cią-
gniki rolnicze mogą rozwijać prędkości do 65 km/h). Pręd-
kość 40 km/h przy pokonywaniu przez agregat łuków drogi 
publicznej jest znaczącą z punktu widzenia czynnego bez-
pieczeństwa ruchu (rys. 2). 

 

 

 
Rys. 1. Agregat rolniczy, np. wóz asenizacyjny + ciągnik rolniczy 
Fig. 1. Agricultural unit e.g. slurry tanker + tractor 
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Rys. 2. Podział problematyki bezpieczeństwa ruchu drogowego 
Fig. 2. Division of road safety issues 

 
 Bezpieczeństwo czynne, w którego skład wchodzi mię-
dzy innymi kierowalność oraz stateczność ruchu pojazdu, 
są głównymi elementami rozpatrywanymi w ramach roz-
wiązywania problemów dynamiki pojazdu, dla którego na-
leży zbudować model adekwatny do reprezentowania bada-
nych zjawisk, jakie zachodzą w czasie ruchu agregatu rol-
niczego. 
 
2. Model fizyczny 
 
 Model fizyczny przyjętego do studium dynamiki agre-
gatu rolniczego przedstawiono na rys. 3. Dla uproszczenia 
rozpatrywania dynamiki takiego pojazdu przyjęto model 
jednośladowy, ponieważ rozważano dynamikę poprzeczną 
w aspekcie studium stateczności ruchu. 
 Analizując normy [1, 2, 3, 4] oraz liczną literaturę tema-
tu [5, 6, 7, 8] stwierdzić można, iż wyznaczaniu i analizie 
podlegają zazwyczaj takie wielkości fizyczne, jak: 
• ay - przyspieszenie poprzeczne; składowa poprzeczna 
wektora przyspieszenia środka masy pojazdu w spoziomo-
wanym układzie współrzędnych, 
• R - promień toru ruchu środka masy pojazdu, 
• ∆ ys - poprzeczne odchylenie trajektorii środka masy 
pojazdu od trajektorii odniesienia, 
• Vs - prędkość środka masy pojazdu; prędkość środka 
masy pojazdu względem nieruchomego układu współrzęd-
nych, 
• β

 
- kąt bocznego znoszenia pojazdu; kąt między skła-

dową poziomą prędkości środka masy pojazdu i krawędzią 
przecięcia płaszczyzny poziomej z płaszczyzną symetrii 
pojazdu, 
• ψ&  - prędkość kątowa odchylania, prędkość obrotu po-

jazdu w płaszczyźnie jezdni. 

 Analiza tego zestawu wielkości fizycznych, jak i moż-
liwości pomiarowych prowadzi do wniosku, że do prostej 
analizy zachowania się agregatu rolniczego w ruchu krzy-
woliniowym możliwe jest użycie modelu od kilku do kil-
kunastu stopni swobody. 
 

 
Rys. 3. Model „jednośladowy” ciągnika rolniczego poru-
szającego się po łuku drogi 
Fig. 3. Bicycle model of a tractor moving along a path arc 
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 Zakłócenia w postaci wymuszeń kinematycznych drogi 
zostały pominięte. Założono jazdę po równej, gładkiej na-
wierzchni – są to warunki, jakie z kolei zapewniono pod-
czas badań eksperymentalnych. Założenie to jest słuszne 
dla zakresu analizowanych częstotliwości drgań nie prze-
kraczających 25 Hz. Zapewnia to ich porównywalność. 
 
3. Model matematyczny 
 
 Dla rozpatrzenia dynamiki poprzecznej dla modelu 
agregatu ciągnik–przyczepa wprowadzono podstawowe pa-
rametry wynikające z ruchu środka ciężkości wg równań: 
- prędkość środka ciężkości określamy w postaci: 
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- wektor przyspieszenia wg zależności 
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Siły boczne działające na koła można określić za pomocą 
równań: 

1δ1y1 δKQ ⋅= , ( )zδ1 QfK = , 

  

2δ2y2 δKQ ⋅= ,  ( )zδ2 QfK = , 

 gdzie: 

δK  – współczynnik sztywności poprzecznej kół agregatu, 

δ  – kąt znoszenia dla kół odpowiedniej osi agregatu, 

 
przy czym przyjęto założenie, że sztywność poprzeczna 
(zawieszenie osi oraz opony) jest liniowa, co można zało-
żyć dla przyspieszeń poprzecznych mniejszych od 4 m/s2, 
natomiast siły poprzeczne pochodzące od przyczepy można 
określić na podstawie równania momentów względem 
punktu A i B w postaci: 
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Równania ruchu pojazdu z uwzględnieniem oddziaływania 
przyczepy można określić na podstawie zasady 
d’Alamberta: 
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 Przy założeniu, że kąt znoszenia agregatu oraz kąt od-
chylania na drodze publicznej jest nieznaczny z racji du-
żych sztywności poprzecznych pojazdu, możemy zapisać, 
że: 
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Wobec czego w kierunku poprzecznym działają siły: 
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przy założeniu impulsowego wymuszenia, które pojawia się 
w czasie podwójnej zmiany pasa ruchu: 
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i ostatecznie można zapisać równanie równowagi dyna-
micznej dla oddziaływania sił poprzecznych: 
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Kolejnym krokiem w analizie ruchu poprzecznego agregatu 
jest zdefiniowanie równania równowagi względem osi OZ: 
 

MJ =ε⋅ , 
 

można je rozpisać z uwzględnieniem sił działających wg 
zależności: 
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Przy założeniu impulsowych wymuszeń można przyjąć, że: 
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stąd: 
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 Dla pełnego zdefiniowania współrzędnych ruchowych 
pojazdu należy określić: 
- kąt odchylenia koła przedniego, przy założeniu ruchu 
krzywoliniowego i wynikającego z niego twierdzenia, że: 
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kąt odchylenia koła przedniego wyniesie: 
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- kąt odchylenia koła tylnego, 
przy podobnych założeniach jak poprzednio, przyjmując: 
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wobec czego: 
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 Po przekształceniach matematycznych uzyskuje się 
prędkość kąta odchylania agregatu wg równania: 
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 Postępując podobnie jak poprzednio, z równania rów-
nowagi sił względem osi OZ 
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 Ostatecznie równania te można przedstawić w postaci: 
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4. Symulacja komputerowa 
 
 Dla agregatów rolniczych nie ma jednoznacznie zdefi-
niowanych norm, według których można by było wykonać 
badania poligonowe oraz symulacyjne. Korzysta się w tym 
przypadku z norm proponowanych dla pojazdów samocho-
dowych, które są tylko normami zalecanymi, a nie obowią-
zującymi. Dla przykładu przedstawiono wybrane normy 
w tab. 1. 

 
Tab. 1. Podstawowe testy badania pojazdów samochodowych 
Table 1. Basic tests of automobile vehicles research 
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 Ponadto pojazd powinien spełniać wymagania w zakre-
sie realizacji procesu technologicznego. W tym zakresie 
przyjęto, że najbardziej odpowiednim testem będzie bada-
nie kierowalności przeprowadzane dla pojazdów osobo-
wych w postaci jazdy po krzywej przedstawionej na rys. 4. 
 

 
 

Rys. 4. Kształt toru ruchu agregatu rolniczego w aspekcie 
badania kierowalności 
Fig. 4. The shape of the trajectory of agricultural unit in 
terms of steerability tests 
 
 W celu określenia wszystkich parametrów związanych 
z określeniem dynamiki, do dalszych badań przyjęto pojazd 
przedstawiony na rys. 5. Służy on rolnikom do przewożenia 
nie tylko płodów rolnych, lecz również zwierząt. Do prze-
wozu zwierząt stosowane są specjalne zabudowy skrzyni. 
Naczepa wyposażona jest w specjalny układ hamulcowy.  
 

 
 

Rys. 5. Pojazd przeznaczony do badań stateczności ruchu 
oraz kierowalności 
Fig. 5. Vehicle designed for movement stability and 
steerability tests 
 
 Dla pojazdu przedstawionego na rys. 5 przyjęto nastę-
pujące dane: 
- masa pojazdu – m = 2120 kg, 
- moment bezwładności pojazdu względem pionowej osi 

przechodzącej przez środek ciężkości oraz prostopadłej 
do poziomej płaszczyzny pojazdu – Izz =  4056 
[kg*m2], 

- współczynnik odporności na znoszenie kół przedniej osi 
- Kδ1 = 23769 [N/rad], 

- współczynnik odporności na znoszenie kół tylnej osi - 
Kδ2 = 55397 [N/rad], 

- wymiary przedstawione na rys. 3 – a = 1.303 [m],  
b = 1.691 [m], c = 0.1 [m]. 

 (Szczegóły wyznaczania tych wartości przedstawione 
zostaną w kolejnym artykule pt. ”Identyfikacja parame-
tryczna obiektów ruchomych na przykładzie agregatu rolni-
czego”). 
 W celu wstępnego sprawdzenia własności zapropono-
wanego modelu przeprowadzono szereg symulacji umożli-
wiających określenie wpływu przyczepy na zachowanie 
analizowanego pojazdu rolniczego. Uzyskane rezultaty po-
równano z wynikami otrzymanymi z pomiarów. Podczas 
symulacji przyjęto, że pojazd porusza się ze stałą prędko-
ścią, a parametrem sterującym (wejściowym) symulacji był 
kąt skrętu kół kierowanych. Symulacje przeprowadzono dla 
samego pojazdu oraz pojazdu z przyczepą pustą i pełną. 
Wpływ przyczepy w modelu uwzględniony został poprzez 
siły przyłożone na czop zaczepu kulowego. We wszystkich 
analizowanych przypadkach pojazd poruszał się po torze 
w postaci ósemki przedstawionej na rys. 6. 
 

 
Rys. 6. Tor ruchu pojazdu podczas prób prowadzonych na 
płycie lotniska Bednary 
Fig. 6. Vehicle track during tests carried out on the Bed-
nary airport 
 
 W ramach prób wykonywano przejazdy: 
- samochodem bez przyczepki – oznaczenie wyników 

„os-0-1-1”, 
- samochodem z pustą przyczepka – oznaczenie wyników 

„os-s-p0-1-1l”, 
- samochodem z załadowaną przyczepką – oznaczenie 

wyników „osemka-s-p1-1”. 
 Dla samochodu bez przyczepki, po przeprowadzeniu 
symulacji komputerowej, uzyskano następujące przebiegi 
kąta znoszenia β, kąta odchylania ψ oraz prędkości kątowej 
odchylania ψ (rys. 7). 
 Na rys. 7 zilustrowano zestawienie wyników obliczeń 
symulacyjnych i badań eksperymentalnych dla samochodu 
bez przyczepki. Można zauważyć dużą zgodność wyników 
potwierdzającą prawidłowy opis matematyczny pojazdu 
rolniczego. 
 Na rys. 8–9 przedstawiono zestawienie wyników obli-
czeń symulacyjnych i badań eksperymentalnych dla samo-
chodu z przyczepką pustą oraz załadowaną. Zgodnie 
z oczekiwaniami, wpływ przyczepy pustej na dynamikę 
samochodu jest znaczny. Występują szarpania, których nie 
obserwujemy w czasie ruchu agregatu z przyczepką 
załadowaną.  
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Rys. 7. Kąt znoszenia pojazdu, kąt odchylania oraz prędkość kątowa odchylania – samochód bez przyczepki 
Fig. 7. Vehicle's drift angle, yaw angle and deflection angular velocity - a car without a trailer 
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Rys. 8. Kąt znoszenia pojazdu, kąt odchylania oraz prędkość kątowa odchylania – samochód z przyczepką pustą 
Fig. 8. Vehicle's drift angle, yaw angle and deflection angular velocity - a car with an empty trailer 
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Rys. 9. Kąt znoszenia pojazdu, kąt odchylania oraz prędkość kątowa odchylania – samochód z przyczepką załadowaną 
Fig. 9. Vehicle's drift angle, yaw angle and deflection angular velocity – car with a loaded trailer 
 
 
5. Podsumowanie 
 
 Przeprowadzone testy wykazały, że model reaguje wła-
ściwie na zmiany parametrów i osiąga wyniki zgodne 
z oczekiwaniami. Wymaga jednak dalszych prac związa-
nych z identyfikacją parametrów. 
 W wyniku prowadzonych prac (uszczegółowienie mo-
delu i identyfikacja parametrów na podstawie badań ekspe-
rymentalnych) opracowane zostanie narzędzie, które będzie 
można skutecznie wykorzystać do przewidywania własno-
ści trakcyjnych agregatów rolniczych dla różnych maszyn 
przed budową prototypów. 
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